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隣接バケット探索を用いた近似最近傍探索手法の解析

武藤 大志† 多田 匡志† 岩村 雅一† 黄瀬 浩一†

† 大阪府立大学大学院工学研究科 〒 599–8531 堺市中区学園町 1–1
E-mail: †{mutoh,tada}@m.cs.osakafu-u.ac.jp, †{masa,kise}@cs.osakafu-u.ac.jp

あらまし 近似最近傍探索は，クエリと最も距離が近い点を探索する最近傍探索の計算量，メモリ使用量を大幅に削

減する手法である．近似最近傍探索において，メモリ使用量ををさらに減少させることが重要な課題である．本論文

では，文献 [7], [8]で行われている隣接バケットを参照する近似最近傍手法のモデル化を行い，近似最近傍探索手法の

代表的な手法である LSHよりもメモリ使用量を抑えて最近傍点を探索できることを実験と理論解析によって示す．
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Abstract Approximate nearest neighbor search is a technique which greatly reduces processing time and required

amount of memory for nearest neighbor search. Further reduction of required amount of memory of the approximate

nearest neighbor search is an important task. In this paper, we model a method to access neighboring buckets used

in [7], [8], and reveal the method requires less amount of memory than LSH by an experiment and analysis.
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1. ま え が き

近年，大規模なデータベースを用いて特定物体認識などを行

う様々なアプリケーションが開発されている．このようなアプ

リケーションは蓄えられた大量のデータの中から類似のデータ

を探すことにより情報を処理するものであり，膨大なデータの

中から処理時間 (時間計算量)を抑えて高速に類似例を検索する

ことが求められる．それと同時に，メモリ使用量 (空間計算量)

を削減することが，実用化する際に大きな役割を果たす．しか

し一般に，検索の精度と，時間計算量，空間計算量の 3者はト

レードオフの関係にあり，精度を向上させようとすると時間計

算量や空間計算量は大きくなってしまう．そこで，精度をなる

べく下げることなく時間計算量や空間計算量を減少させること

が重要な課題になる．

特定物体認識で用いられる SIFT [1] や PCA-SIFT [2] 等に

は最近傍探索が用いられる．最近傍探索は，ベクトルで表現さ

れるデータの中から，クエリと最も距離が近いデータ (最近傍

点)を探索するものである．高速な最近傍探索を実現するため

に，これまでに様々な改良手法が提案されているが，どの手法

もデータ数や次元数に対して指数オーダーの時間計算量あるい

は空間計算量を必要とする．

そのため，近似を用いて，最近傍探索と比べて時間計算量と

空間計算量を削減することを目的とした近似最近傍探索という

手法が考えられた．近似最近傍探索は，探索結果の誤りを許容

することで，最近傍探索と比べて時間計算量と空間計算量を大

幅に削減することができる．

近似最近傍探索の代表的な手法として，木構造を用いる

Approximate Nearest Neighbor(ANN) [3]やハッシュを用いる

Locality Sensitive Hashing(LSH) [4]～[6]が知られている．こ

のうち LSHは Indykらによって，近似最近傍探索に要する空

間計算量と時間計算量について解析的に考察されており注目を

集めている．LSHはハッシュ関数を用いて距離を計算する点を

限定しているので，最近傍探索と比べて時間計算量を大幅に削

減することができる．一方，近似を行うが故に最近傍点が距離

を計算する対象に含まれず，近似最近傍点と最近傍点が一致し

ないことがある．

LSHでは，最近傍点と近似最近傍点が一致する確率を上げる

ために，ハッシュ関数を複数用いている．いずれかのハッシュ
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関数で距離計算の対象になる点数はハッシュ関数が一つのとき

より増えるので，最近傍点を漏らす可能性が減る．しかし一方

で，ハッシュ関数を増加させれば必要なハッシュテーブル数も

増加するので空間計算量も大きくなってしまう．

では空間計算量を増やすことなく近似最近傍点と最近傍点が

一致する確率を上げるにはどうしたらよいのだろうか．そもそ

も最近傍点はクエリの周辺にあるはずである．そのため，クエリ

の周辺の点を効率良く距離計算の対象とすることができれば近

似最近傍点と最近傍点が一致する確率は上がるはずである．実際

に野口らの手法 [7]やPrincipal Component Hashing(PCH) [8]

では周辺の点を効率良く距離計算の対象とする工夫がされてい

る．しかし，これまでこの方策の性能評価が十分に行われてこ

なかった．そこで本稿では，LSH型の近似最近傍探索において

前述した文献 [7], [8]ようなクエリの周辺の点を効率良く距離を

計算する対象にする方策のモデル化を行い，性能を解析的に評

価する．性能を評価するにあたり，これ以後，近似最近傍点と

最近傍点が一致する確率を近似最近傍探索の精度とする．

2. Locality Sensitive Hashing

Locality Sensitive Hashing(LSH) [4]～[6]はハッシュを用い

た近似最近傍探索の代表的手法である．LSH（注1）は，複数の

ハッシュ関数を用いて距離を計算する対象になる点を求め，そ

れらの点とクエリとの距離計算を行うことにより近似最近傍点

を求めることができる．ここでは，LSHの中でもベクトル空間

で用いることが出来る文献 [5]の LSHの概要について述べる．

LSH が近似最近傍点を求めることができるのは局所性に鋭

敏な (Locality Sensitive) ハッシュ関数を用いているためであ

る．局所性に鋭敏なハッシュ関数とは，距離が近い点同士は同

じハッシュ値を取る確率が高く，距離が遠い点同士は同じハッ

シュ値を取る確率が小さいハッシュ関数である．

局所性に鋭敏なハッシュを実現するために，文献 [5]の LSH

では次のようなハッシュ関数が用いられている．

hji(p) =

⌊
aji · p + bji

w

⌋
(1)

ただし，aji は各次元の要素の値をガウス分布から独立にとっ

てきた d次元ベクトル，bji は区間 [0, w]から一様に選ばれた

実数である．添え字 i，j は後の議論で使用する．また，w は

ハッシュ幅である．LSH では hji(q) = hji(p)となるような p

が存在し得る空間を Shij(q)とすると，この空間内に入った点を

距離を計算する対象の点とする．図 5(a)の着色部分は Sh11(q)

を図示したものである．LSHはこのように，データ点が距離を

計算する対象となる可能性のある空間を削減して近似をする．

ところが特徴空間が高次元の場合，Shij(q)が大きくなってし

まい，明らかに最近傍点になり得ない点も距離計算の対象とす

る効率の悪い探索になることがある．LSH はこの問題を緩和

するためにハッシュ関数を複数個用いて近似近傍探索を行う．

（注1）：厳密に言えば，LSH は近似近傍探索の手法である．LSH で近似最近傍

探索をするには，LSH で算出した近似近傍点に対して距離計算を行う．本稿で

は，この手法を LSH として用いる．

h11(  )q

(a) Sh11(q)

h12(  )q

(b) Sh12(q)

g1(  )q

(c) Sh11(q)∩Sh12(q)

図 1 gj による距離計算対象範囲

図 2 バケット gj(q)

図 3 Sgi (q) ∪ Sg2 (q)

図 5(c)は g1 = {h11, h12}とした時の例で，g1を構成する h11，

h12 において Sh11(q) と Sh12(q) の両方に入った点のみを距離を

計算する対象にする．これを一般化する．k 個のハッシュ関数

hj1, hj2, . . . , hjkをランダムに選び，関数群 gj = {hj1, . . . , hjk}
を作る．このとき gj(q) = gj(p)，すなわち ∀i, hji(q) = hji(p)

を満たすのみ距離を計算する対象とする．図 2のように gj にお

いて同じ値を取る空間，つまり Sgj (q) =
⋂k
j=1 Shji(q)をバケッ

トと呼ぶ．

さらに近似最近傍点の精度向上のために複数のハッシュ関数

群を用いて，一度でもクエリと同じバケットに入った点を距離

を計算する対象にする．このことを図 3を例に説明する．ハッ

シュ関数群 g1 と g2 があったときこの中で近似近傍点になるの

はバケット Sg1 (q)内の点とバケット Sg2 (q)内の点である．LSH

は，このように関数群 gj を L個用いて gj(1 <= j <= L)におい

て一度でもクエリと同じバケットに入った点と距離計算をして,

距離が最小の点を近似最近傍点として返すことで近似最近傍探

索を実現する．

3. 隣接バケット参照モデル

本節では，野口らの手法 [7]や Principal Component Hash-

ing(PCH) [8]で用いられている LSH型の近似最近傍探索を行

う際に隣接するバケットを参照する方策をモデル化する．以

降，隣接するバケットを参照する方策をAccessing Neighboring

Buckets(ANB)と呼ぶ．

前述の通り，LSHを用いた近似最近傍探索の問題点は，gj の

数が少ない (L の値が小さい) と最近傍点が距離を計算する対

象になる確率が低く，gj の数が多い，(Lの値が大きい)と時間

計算量や空間計算量が大きくなってしまうということである．

これは，LSHではハッシュ関数をランダムに生成して用いるた

め，クエリ周辺の点を効率的に距離を計算する対象にできない

からである．ANBはこの問題を解決する．

ANB でも式 (1) で示されるハッシュ関数を用いる．まず，
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s

図 4 ANB の概要

ANBの目的を果たすためにどのような場合に最近傍点がクエ

リと異なるバケットに入り易いかを考える必要がある．クエリ

がハッシュ値の境界付近にある場合，ほぼ 1/2の確率で最近傍

点はクエリと異なるバケットに入る．このとき，その境界を挟

んで隣のバケットに最近傍点が入ってしまう場合が考えられる．

そこで図 4のように閾値 sを設定し，クエリとハッシュ値境界

の距離が sよりも近いときには，隣のバケットもクエリが入った

バケットと同様に扱うことにする．これを定式化する．hjiに対

して hji(q)±1となる隣接バケットをそれぞれ Sh
+

ji (q)，Sh
−
ji (q)

と置く．図 4の場合を例にとると，h11 に対して sよりも近い

所にクエリがあるので，Sh
−

1 (q)内の点も Sh11(q)内の点と同様

に扱うことになる．それによってバケット Sh11(q)∩ Sh12(q)内の

点だけではなくバケット Sh
−

11 (q) ∩ Sh12(q)内の点も距離計算す

る対象にする．図 4の場合では，バケット Sh
−

11 (q) ∩ Sh12(q)内

の点も距離計算する対象にすることによって，最近傍点が近似

最近傍点と一致する．このように hjk 毎に隣を探索するかどう

かの判定を行えば，クエリが複数のハッシュ値境界の近くの値

をとることになっても対応することができる．

ハッシュ関数に式 (1) を用いると a はハッシュ幅 w で区切

られる．クエリとハッシュ値の境界との距離が sより小さいと

きに隣のバケットも探索するために

h+(p) =

⌊
a · p + b

w
+
s

w

⌋

h−(p) =

⌊
a · p + b

w
− s

w

⌋

となるような h+(·)と h−(·)を考えて下記の処理を行う．
• もし h(q)− h−(q) |= 0なら hji(q)− 1内の点も h(q)内

の点と同様に扱う

• もし h(q)− h+(q) |= 0なら hji(q) + 1内の点も h(q)内

の点と同様に扱う

このような処理を行えば ANBを実現することができる．

ANBを近似最近傍探索に用いれば，LSHよりも用いるハッ

シュ関数の数を減らすことができると考えられる．それは，各

ハッシュ関数群 gj で最近傍点が距離を計算する対象となる確

率が高くなれば，LSHよりハッシュ関数群 gj の数を減らして

も LSHと同等の確率で最近傍点と近似最近傍点を一致させる

ことができるからである．

4. 理 論 解 析

解析によって求めなければならないのは，精度と，時間計算

量，空間計算量である．パラメータ s, k, L と精度，時間計算

w

a
u

R

(a) 半超球がすべて

バケットに含まれる

u

R

w

a

(b) 半超球がバケッ

トに含まれない部分

がある (隣を参照し

ない)

u

R

w

a

(c) 半超球がバ

ケットに含まれ

ない部分がある

(隣を参照する)

図 5 解析モデル

量，空間計算量の関係を導くことができれば，アプリケーショ

ンに用いる際の指標になる．

4. 1 精 度

まず，最近傍点と近似最近傍点が一致する確率である精度か

ら考える．精度はデータに依存するので，データ非依存の指標

を得るため，確率モデルを用いた解析をする．各クエリ q から

最近傍点 p∗(q)までの距離のいずれよりも大きい Rを考える．

つまり，

∀q, ‖ q − p∗(q) ‖<= R

であるとする．このとき，クエリを中心とした半径Rの超球を

描き，その超球の内側の点をすべて距離を計算する対象にする

ことができたらその中に必ず最近傍点が含まれ，近似最近傍点

と最近傍点が一致することになる．このモデルでは，精度の下

限が，超球とクエリの入ったバケットの積集合空間が超球に占

める割合の期待値によって求められる．なお，このモデルは左

右対称なので，以下では超球の右半分 (半超球)だけを考える．

前述の割合の期待値を求めるために 図 5のような解析モデ

ルを考えて，Shji(q)と半超球の積集合が半超球に占める割合を

考える．半超球の積集合の体積を V od とおき，V od が超球に

占める割合を PV o(u)とおく．図 5のように uと θ をおく．u

はクエリから大きいほうのハッシュ値境界までの距離である．

図 5のそれぞれの着色部分の体積 V od は ϕ(u)を

ϕ(u) =





0 図 5(a)

cos−1 u
R

図 5(b)

cos−1 u+w
R

図 5(c)

とすると

V od(ϕ(u)) = V d−1(R)Rd−2

∫ π
2

ϕ(u)

sind θ dθ (2)

で求めることができるので V odが半超球の体積に占める割合は

PV o = V od(ϕ(u))/{V d(R)/2} (3)

で求められる．

次に PV o(u)を用いて，hij で超球内の点が取れる確率 Ph を

求める．PV o(u)は uに依存するので，uに対して期待値を計

算しなければならない．LSHではハッシュ値の境界が一様乱数
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表 1 場合分け毎の状態と精度を求めるための値

場合分け 事象 α β ϕ(u)

i (a) Ei-a 0 s 0

(b) Ei-b s R cos−1 u
R

(c) Ei-c R w 0

ii 1 (a) Eii-1-a 0 R− w cos−1 u+w
R

(b) Eii-1-b R− w s 0

(c) Eii-1-c s w cos−1 u
R

2 (a) Eii-2-a 0 s cos−1 u+w
R

(b) Eii-2-b s w cos−1 u
R

iii (a) Eiii-a 0 s cos−1 u+w
R

(b) Eiii-b s w cos−1 u
R

に従って決まるので，この uの値は 0 <= u <= w で一様である

と考えることができる．uが α <= u <= β の値をとる事象を E

として E での PV o(u)の期待値を求める．uは α <= u <= β の

値を一様にとるので，期待値は

1

β − α
∫ β

α

V od(ϕ(u))

V d(R)/2
du (4)

と求められる．Ph は 0 <= u <= w 間の uが取り得る事象ごとの

期待値の和である．

以上のように uの値によってうまく場合分けを行えば Ph を

求めることができる．ここで Ph の値は s，w，R の値に依存

するのでこれ以降 Ph(s, w,R)とする．本稿ではスペースの関

係上，細かい場合分けの導出は，結果を表 1 にまとめて割愛

する．

次に精度を導出する精度をPg(s, w,R)とおくと，Pg(s, w,R)

は，1− [1−{Ph(s, w,R)}k]L で求めることができる [4]．まず，

あるハッシュ関数群 gj でクエリと同じバケットに入る確率を

求める．ある点 p が各 hji で hji(q) = hji(p) となる事象が起

こる確率は Ph(s, w,R)である．各 hji で hji(q) = hji(p)とな

る事象は互いに独立なので，∀i, hji(q) = hji(p)となる確率は

{Ph(s, w,R)}k である．この確率 {Ph(s, w,R)}k から gj で p

がクエリと同じバケットに入らない確率を求めることができる．

gj でクエリと同じバケットに入らないという事象は gj でクエ

リと同じバケットに入るという事象の余事象なので，その確率

は 1 − {Ph(s, w,R)}k である．gj は互いに独立なので用いた
gj(1 <= j <= L)で一度もクエリと同じバケットに入らないという

事象は確率 [1− {Ph(s, w,R)}k]L で起こる．∃j, gj(q) = gj(p)

を満たす点 pは距離を計算する対象になるので，pが距離を計

算する対象になる確率は ∀j, gj(q) |= gj(p)の余事象の確率と等

しい．以上より，Pg(s, w,R) = 1− [1−{Ph(s, w,R)}k]L が示

せた．

この解析には 1つ問題点がある．ハッシュ幅 wは，値を固定

しても見掛け上のハッシュ幅は変動してしまう．‖ a ‖= Aと

おくと Aの値は正規分布に従い，一定ではないからである．そ

のため本節で導出したすべての式の w を w/Aで置き換えて考

える必要がある．このようにして導出した Pg(s,
w
A
, R)の Aに

関する期待値を改めて P ′(s, w,R)とおくと，

P ′(s, w,R) = 2

∫ ∞
0

1√
2π

exp

[−A2

2

]
P ′(s,

w

A
,R) dA

(5)

で求められる（注2）．ここで P ′(s, w
A
, R) は Pg(s, w,R) の w を

w/Aに置き換えたものである．w を w/Aに置き換えたあとの

(i)(ii)(iii)の条件式は

(i) 0 < R < w
A

(ii) w
A
<= R <=

2w
A

(iii) 2w
A
< R

となるので式 (5)は

P ′(s, w,R) =

∫ w
R

0

2√
2π

exp

[−A2

2

]
P(1)(s,

w

A
,R) dA (i)

+

∫ 2w
R

w
R

2√
2π

exp

[−A2

2

]
P(2)(s,

w

A
,R) dA (ii)

+

∫ ∞
2w
R

2√
2π

exp

[−A2

2

]
P(3)(s,

w

A
,R) dA (iii)

と分解できる．以上のようにして精度P ′(s, w,R)が求められる．

4. 2 時間計算量

4. 2. 1 距離計算に要する時間計算量

次に距離計算に要する時間計算量について解析する．時間計

算量の大部分を占めるのはクエリの近似最近傍点を求めるため

の距離計算である．ANBにおいて，隣のバケット内の点も距

離計算を行う為，必要以上に計算量が増加する可能性がある．

本稿では，ANB にかかる距離計算の時間計算量が LSH と

比べてどうなるかという観点で解析を行った．解析の方法とし

ては，単位面積あたりの点数が一定と仮定し，距離計算の計

算量は面積に比例するとした．ハッシュの幅が w のとき，幅

w のハッシュで切り取られる空間の体積を V OL(w)とおくと，

Aの変動によって見掛け上の幅は w/Aになるので，実際には

V OL(w/A)となる．

2

∫ ∞
0

1√
2π

exp

[−A2

2

]{
1−
{

1−
{

VOL

A
·w + 2s

w

}k}L}
dA

(6)

を求めることによりLSHとの距離計算量の比を求める．VOL/A

はwが決まった時の空間 Shij(q)の体積であり，ANBでは，2s/w

の確率で隣のバケットも参照するので，探索するバケットの体

積は LSHのときを VOL/Aとすると VOL
A
· w+2s

w
となる．

4. 2. 2 距離計算以外の時間計算量

距離計算以外にかかる時間計算量として主なものにハッシュ

の参照がある．ANBでは LSHと比べてハッシュ参照回数が平

均 w+2s
w
倍になる．しかし一般には時間計算量全体の中で距離

計算にかかる計算量が支配的になるため，本稿では距離計算の

時間計算量を時間計算量として解析する．

（注2）：ガウス分布の確率密度関数は
∫∞
−∞

1√
2π

exp
[
−A2

2

]
dA であるが偶関

数なので 2
∫∞
0

1√
2π

exp
[
−A2

2

]
dA と等しくなる．
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4. 3 空間計算量

空間計算量の大部分を占めるのはハッシュテーブルの容量で

ある．LSHと ANBでは，hji 一つにつき一つのハッシュテー

ブルを準備する必要がある．hji の数は k と Lの値に対して比

例するため，本稿では kLを空間計算量の指標として用いる．

5. シュミレーションと実装結果

5. 1 実 験 結 果

100次元空間に一様に分布する人工データを作成してシュミ

レーションを行う．各次元の要素の値が [0, 10000]であるよう

な 100次元のデータを 100,000点生成し，クエリを 100点生成

した．精度は，あらかじめ全探索によって最近傍点を求めてお

き，近似最近傍点が，全クエリ 100点中何個一致したかにより

算出した．ハッシュ幅 w を 100とし，k と Lの値を変動させ

た結果を図 6と図 7に示す．図 6，図 7はそれぞれ精度と計算

時間の関係，精度とメモリ使用量の関係を表している．図中の

s が 0% が LSH に，s が 10%～40% が ANB にそれぞれ対応

する．図 6より，LSHと ANBでは計算時間にそれほど差がな

いことが分かる．また図 7より，ANBは LSHと同等の精度を

LSHよりも小さい空間計算量で実現できることが分かる．図 8

は精度が 80%から 85%の点について計算時間とメモリ使用量

の関係を示したものである．これを見ると，パラメータをうま

く設定すれば精度と時間計算量はそのままに，空間計算量を約

25%削減できることが分かる．

以上の結果より ANBが空間計算量を削減するのに有効な手

法であることが確認できた．

5. 2 理 論 値

4節で導いた解析結果を図示し，5.1節の実験結果と類似の結

果が得られるか検証する．4節で得られた式には解析的に計算

できない積分が含まれているため，Monte Carlo法を用いた数

値積分をする．精度は式 (5)，時間計算量は式 (7)，空間計算量

は kLの値を用いる．データの次元数 dを 100，ハッシュ幅 w

を 1.0，超球の半径 Rを 0.99として k と Lの値を変動させて

得られた結果を図 ??と図 ??に示す．図 9と図 10はそれぞれ

精度と￥時間計算量の関係と精度と空間計算量の関係である．
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今回のシュミレーションでは繰り返し回数が足りなかったた

め，結果が収束せずはっきりとした傾向を示すに至らなかった．

また，図 9では，精度と時間計算量の相関が全く現れていない．

これは式 (6)の VOLの値を適切に設定できなかったためであ

ると考えられる．しかし，図 10より，ANBのほうが LSHよ

りも全体的に精度が高そうであるということが言える．
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6. む す び

本論文では，LSH型の近似最近傍探索において，文献 [7], [8]

で行われている，隣接バケットを参照することにより精度を落

とすことなく，メモリ使用量 (空間計算量) を減らすことがで

きる手法をモデル化して解析した．実装結果より，ANBは空

間計算量の削減に有効だと言える．今後の課題として，シュミ

レーション結果をしっかり出すことの他に，さらに隣のバケッ

トも探索するような手法の解析などが挙げられる．
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