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次元の縮退を利用した頑健な分布の推定法
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あらまし パターン認識では共分散行列の固有値と固有ベクトルを必要とすることが多いが，共分散行列を少数の学習用の

サンプルから推定する場合には固有値の偏りによって認識性能が低下することが知られている．これに対して，小さな固有

値が認識性能に悪影響を及ぼすとして認識に用いない手法や固有値展開後に固有値を補正する手法が提案されている．これ

らはいずれも固有値展開の後，偏った固有値に対して対処する手法であるが，固有値の偏りが固有値展開の際に発生するこ

とから，固有値に誤差が生じにくい工夫を固有値展開の前に施すことも可能であると考えられる．本論文では，最初に固有

値の偏りが固有値展開で生じることを確認する．そして，固有値展開前に共分散行列を縮退させておくことで，固有値展開

によって固有値が偏りにくくする手法を提案する．提案手法が標本共分散行列を用いた場合に比べて真の分布をより正しく

推定し，認識性能を改善することを認識実験により確認した．
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Abstract Most pattern recognition applications require the eigenvalues and eigenvectors of the covariance matrix.
It is well known that when the number of training samples is small, the eigenvalues of the covariance matrix contains
bias, and the bias degrades recognition performance. There are some methods which ignore the small eigenvalues, or
acquire better estimates of the covariance matrix by correcting the eigenvalues. Though all of these methods cope with
the eigenvalues obtained after eigen decomposition, eigen decomposition seems to cause the biases of the eigenvalues.
Therefore, it is worth trying to devise a method which avoids bias of eigenvalues. In this paper, it is confirmed that
biases of the eigenvalues appear after eigen decomposition by experiments. Then a method of shrinking the covariance
matrix before eigen decomposition for avoiding bias of the eigenvalues are proposed. The ability of the proposed
method of estimating the true distribution more precisely than using the sample covariance matrix and of improving
recognition performance is confirmed by the recognition experiments.
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1. は じ め に

パターン認識で用いられる主要な識別関数は共分
散行列の逆行列を必要とするため，固有値展開によっ
て共分散行列の固有値と固有ベクトルに分解し，固
有値と固有ベクトルから逆行列を構成することが多
い．ところが，学習用のサンプルから求めた標本共
分散行列が推定誤差を含む場合には標本共分散行列
の固有値と固有ベクトルが誤差を含み，大きな固有
値がより大きく，小さな固有値がより小さく偏るた
め [1]，認識性能が低下することが知られている．
固有値の誤差（偏り）に対して，小さな固有値が

認識性能に悪影響を及ぼすとして認識に用いない手
法（文献 [2]～ [5]）や，固有値展開後に固有値を補
正する手法（文献 [6]～ [10]）が提案されている．こ
れらはいずれも誤差（偏り）を含んだ固有値に対し
て対策を施す手法である．
本論文では，最初に固有値の偏りがどこで生じる

かを実験的に調査する．その結果，固有値の偏りは
固有値展開で生じると考えられることから，従来の
ように固有値展開後に固有値を補正するのではなく，
固有値展開の際に固有値が偏りにくくなるよう共分
散行列を工夫する手法を提案する．具体的には，特
徴量の次元数が大きくなると固有ベクトルの推定誤
差が大きくなり，このことによって固有値が偏ると
考えられることから，標本共分散行列を調べて，分
布が等方性に近いと考えられる（超）平面を固有値
展開前に縮退させる．縮退した共分散行列に対して
固有値展開を行い，得られる縮退した固有値と固有
ベクトルを元の次元数に復元する．認識実験により，
提案手法が標本共分散行列を用いた場合に比べて真
の分布をより正しく推定し，認識性能を改善するこ
とを確認する．

2. 固有値の偏りに関する考察

サンプルから標本共分散行列の固有値と固有ベク
トルを推定する過程は，主に標本共分散行列の推定
と固有値展開の 2つの段階に分けることができる．
真の固有ベクトルの与え方を工夫することによって，
標本固有値，標本固有ベクトルに生じる偏りがどの
段階で生じるのか確認する．

2. 1 固有値，固有ベクトルの推定手順

標本共分散行列の固有値と固有ベクトルを推定す
る手順について述べる．

2. 1. 1 標本共分散行列の推定
学習用の標本をX1,X2, . . . ,Xnとし，d次元ベク

トルXkを

Xk = (Xk1,Xk2, . . . ,Xkd)T (1)

とおくと，標本共分散行列 Σ̂は

Σ̂ =
1
n

n∑
k=1

(Xk − µ)(Xk − µ)T (2)

で与えられる．ここで µ̂は標本平均ベクトル

µ̂ =
1
n

n∑
k=1

Xk (3)

である．
2. 1. 2 固有値展開
標本共分散行列の第 i固有値，固有ベクトルを λ̂i，

φ̂iとし，λ̂i，φ̂iからなる行列を

Λ̂ = diag
(
λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂d

)
(4)

Φ̂ =
[
φ̂1 φ̂2 · · · φ̂d

]
(5)

とおく．このとき標本共分散行列 Σ̂からその固有値，
固有ベクトルを求める固有値展開は，

Σ̂ = Φ̂Λ̂Φ̂
T

(6)

と表せる．
2. 2 固有値に偏りが生じる処理の特定

2. 2. 1 特 定 方 法
真の第 i固有ベクトル φiからなる行列Φとして，

Φ =
[
φ1 φ2 · · · φd

]
≡ I (7)

を考え，Φをパラメータとして人工サンプルを作成
する．このようなサンプルから求めた標本共分散行
列の対角成分は，対応する固有値の推定値とみなせ，
いつ固有値の偏りが生じるかによって次の状況が予
想できる．
（ 1） 偏りが標本共分散行列の推定で生じる場合
固有値展開を行う前の段階で，標本共分散行列の

対角成分は大きな偏りを含む．
（ 2） 偏りが固有値展開で生じる場合
固有値展開を行う前の段階では標本共分散行列の

対角成分は大きな偏りを含まず，固有値展開を行っ
た後に固有値が大きな偏りを含む．
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軸 1 軸 2
共分散行列の対角成分 0.987 0.993
固有値 1.38 0.599

表 1 固有値の偏り（次元数 2，分散 1の等
方性正規分布）

軸 1 軸 2
共分散行列の対角成分 1.99 0.982
固有値 2.22 0.748

表 2 固有値の偏り（次元数 2，分散 2，1の
異方性正規分布）

2. 2. 2 調 査
固有値がどの段階で偏るのかを調べるために，正

規分布に従う人工サンプルを発生させ，人工サンプ
ルから標本共分散行列を求め，固有値展開を行う．こ
のとき，固有値展開の前後で標本共分散行列の対角
成分または固有値に偏りが生じるかを調べる．サン
プル数は 10とする．実験は 1,000回繰り返し，その
平均を結果として示す．
真の分布を (a)次元数 2，分散 1の等方性正規分布

としたとき，(b)次元数 2，分散 2，1の異方性正規
分布としたときの結果を表 1，2に示す． (a)の場合
(表 1)は，固有値展開前の共分散行列の対角成分は
ほぼ正しく推定されているが，固有値展開後の固有
値は軸 1が大きく，軸 2が小さく偏っている．(b)の
場合 (表 2)についても，固有値展開前の共分散行列
の対角成分はほぼ正しく推定されているが，固有値
展開後の固有値は大きな固有値を持つ軸 1が大きく，
小さな固有値を持つ軸 2が小さく偏っている．これ
らの結果は，固有値の偏りが固有値展開で生じるこ
とを示している．このことから，固有値展開前に共
分散行列に工夫を施すことで頑健な分布の推定が可
能になると考えられる．

3. 頑健な固有値の推定法

特徴量の次元数が大きく，固有値の大きさが同程
度という状況では固有値の偏りが特に大きいと考え
られる．本節ではこの状況に対処する頑健な固有値
の推定法を提案する．

3. 1 提案手法の概要
提案手法は，固有値展開を行う前に，標本共分散

行列の中に含まれる分散（固有値）の大きさが同程
度の数本の軸（多次元）を 1本の軸（1次元）に縮退
させ，固有値展開を行った後に元の次元数に復元す
る手法である．
軸を縮退させる際に，異なる大きさの固有値を同

じ値にすることによる誤差が生じるが，元々分散の

大きさが近い軸同士を縮退させているため，このよ
うな誤差はそれほど大きくないと考えられる．

3. 1. 1 共分散行列の縮退方法
3 × 3の共分散行列を 2 × 2に縮退させるときを

例に，提案手法の共分散行列の縮退方法について述
べる．
共分散行列は特徴ベクトルの各次元の相関を表す．

n本の 3次元特徴ベクトルを

Xk = (Xk1,Xk2,Xk3)T, k = 1, . . . , n (8)

とおいたとき，各成分間（Xk1とXk2，Xk1とXk3，
Xk2と Xk3）にはそれぞれ相関があり，共分散行列
はこの相関を表す．ここで 1次元目（Xk1）と 2次
元目（Xk2）が作る標本共分散行列の固有値が同程
度の大きさで，等方性の分布とみなして差し支えな
いとする．等方性の分布の分散を推定する場合，ベ
クトルの複数の成分を 1次元のサンプルみなして，1
次元の分散と同様に計算するので，この場合も 1次
元目（Xk1）と 2次元目（Xk2）の成分を 1つの成分
であるとして扱う．すなわち，1次元目（Xk1）と 2
次元目（Xk2）を縮退させた共分散行列は，次のよ
うな 2n本の 2次元特徴ベクトル

{
X2k−1 = (Xk1,Xk3)

X2k = (Xk2,Xk3)

}
, k = 1, . . . , n (9)

の共分散行列を求めるのとほぼ同様に求める．ただ
し，縮退させた成分とその他の成分には相関（共分
散）があるので，Xk1とXk2に相関がある場合は無
相関にしてから縮退させ，無相関化のために用いた
正規直交基底を固有ベクトルの一部と考える．

3. 2 提案手法のアルゴリズム
3. 2. 1 準 備
提案手法の具体的なアルゴリズムを述べる前に，

アルゴリズムの説明に必要な記号，関数，用いるパ
ラメータについて述べる．
元の共分散行列をΣ（d× d行列），Σの縮退させ

る成分同士を無相関化した行列を L，Lを縮退させ
た行列を L′とする．L′はm×m行列（m <= d）で，
mはアルゴリズムの途中で確定する．

Σの第 k行（第 k列）を軸 kと呼ぶ．軸 kが縮退
した結果，L′の第 i行（第 i列）になることを，集
合 Eiが軸 kを要素とすることで表す．初期状態では
Ei = {i} (i = 1, . . . , d)のように，どの集合も要素を
1つずつ持っているとする．
集合 Eiに属する軸 {i1, . . . , i|Ei|} の x番目の要素
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ixを返す関数を ord(i, x)とする．また，軸 kが属す
る集合 Eiの添字の番号 iを返す関数を sind(k)，軸

kと軸 lが作る 2次元共分散行列

[
σkk σkl

σlk σll

]
の 2つ

の固有値の比を返す関数を r(k, l)とする．ただし，
r(k, l) >= 1とする．
提案手法では 2つのパラメータ αと βを用いる．

αは統合する平面の候補を選ぶ際に使用し，βは統
合を抑制する際に使用するパラメータである．これ
らのパラメータの詳細については次に示す提案手法
のアルゴリズムの中で述べる．

3. 2. 2 提案手法のアルゴリズム
（ 1） 統合する平面の候補の選定標本共分散行列
の d(d−1)

2 個の各 2次元平面（軸 eiと ej の組）に対
して固有値の比 r(k, l)を計算し，r(k, l) <= αを満た
す kと lの組を「統合候補平面」とする．
（ 2） 統合する軸の決定
統合候補平面を構成する軸を kと lとしたとき，k

と lが属する集合 Esind(k)と Esind(l)を統合する．ただ
し，a ∈ Esind(k)，b ∈ Esind(l)の組の中に，r(a, b) > β

を満たす組がある場合は統合しない．これを全ての
統合候補平面について，固有値の比 rが小さい順に
評価する．
ここまでの処理で，縮退した共分散行列の大きさ

mが確定する．最後に，{Ei}の添字の番号が 1から
mまでになるように番号を付け直す（順番は任意）．
（ 3） Σの部分共分散行列 Σ̃iiの作成
k = 1, . . . , |Ei|，l = 1, . . . , |Ej |とする．行列 Σ̃ijは

Σ̃ijの kl成分 σ̃ij,klが

σ̃ij,kl = σord(i,k),ord(j,l) (10)

で定まる |Ei| × |Ej |行列とする．ただし，σijはΣの
ij成分である．
（ 4） 部分共分散行列 Σ̃iiの要素の無相関化
i = 1, . . . ,mについて，Σ̃iiの固有値，固有ベクト

ルからなる |Ei| × |Ei|行列 Lii，P iiを次式の固有値
展開で求める．

Σ̃ii = P iiLiiP
T
ii (11)

i |= jについては，Lijを Lij = PT
iiΣ̃ijP jjで定まる

|Ei|× |Ej |行列とする．Lijは，i = jのときは対角行
列になるが，i |= jのときは必ずしも 0にならない．
このとき，P iiを対角成分に持つ d× d行列P を

P =



P 11 0

. . .

0 Pmm


 (12)

とおくと，P は正規直交基底である．さらに，Σ̃，L
を

Σ̃ =




Σ̃11 . . . Σ̃1m

...
. . .

...
Σ̃m1 . . . Σ̃mm


 (13)

L =



L11 . . . L1m

...
. . .

...
Lm1 . . . Lmm


 (14)

とおくと，L = PTΣ̃P を満たす．
（ 5） Lの縮退
Lを縮退させて L′を作成する．i = 1, . . . ,mにつ

いて以下の処理を行う．ただし，lijklは Lijの kl成
分を表す．
（ a） L′の対角成分

l′ii =
1
|Ei|

|Ei|∑
k=1

liikk (15)

（ b） L′の非対角成分

l′ij =
1

|Ei||Ej |
|Ei|∑
k=1

|Ej |∑
l=1

lijkl (16)

（ 6） 縮退した行列L′の固有値展開
固有値展開により，L′の固有値，固有ベクトルか

らなるm × m行列 Λ′ = diag (λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
m)，Ψ′

を次式の固有値展開で求める．

L′ = Ψ′Λ′Ψ′T (17)

（ 7） Lの固有値，固有ベクトルの復元
固有値展開の結果得られるm次元の固有値と固有

ベクトルを以下の手順で d次元に復元する．復元さ
れた固有ベクトルΦはLの固有ベクトルに相当する．
（ a） 固有値Λの復元
復元後の第 k固有値を λkとする．k = 1, . . . , dに

ついて，次式のように定める．

λk =
λ′sind(k)

d
√|Σ| (18)

（ b） 固有ベクトルの復元
固有ベクトルは正規直交基底であるので，直交性

と正規性を満たすことが必要である．最初に 1次独
立な基底Ψを作成し，その後Gram-Schmidtの直交
化で正規直交基底ΨGSを求める．

i. 1次独立な基底Ψの作成
k, l = 1, . . . , dについて，ψklを以下のように定め
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る．これにより sind(p) |= sind(q)を満たす p，qに
ついて，ψpと ψqは直交する．また，どのベクトル
も 1次従属にならない．

A. Ψ′の対角成分（sind(k) = sind(l)のとき）

ψkl =


ψ

′
sind(k),sind(l), for k = l

0, for k |= l
(19)

B. Ψ′の非対角成分（sind(k) |= sind(l)のとき）

ψkl =
ψ′

sind(k),sind(l)√|Esind(k)||Esind(l)| (20)

ii. Ψの正規直交化
Ψに Gram-Schmidtの直交化を適用して得られる

行列をΨGSとする．
（ 8） Σの固有ベクトル Φの計算
Λ，L，Σの関係は，

Λ ∼ ΨT
GSLΨGS

= ΨT
GSP

TΣPΨGS (21)

と書けるので，Φを次式で求める．

Φ = PΨGS (22)

4. 提案手法の性能評価

4. 1 共分散行列の推定能力
提案手法で求めた固有値と固有ベクトルが表す分

布が，標本共分散行列の固有値と固有ベクトルが表
す分布に比べて真の分布との距離が近くなっている
ことを Kullback divergence [11]を用いて確認する．

Kullback divergenceは，f(x)，g(x)を確率分布と
すると次式で定義される．

DKL =
∫

{f(x) − g(x)} log
f(x)
g(x)

dx (23)

f(x)，g(x)がともに正規分布で，f(x)が平均µ1，共
分散行列 Σ1によって g(x)が平均 µ2，共分散行列
Σ2によって定義される場合の Kullback divergence
は次式で与えられる．

DKL =
1
2

(µ1 −µ2)
T (

Σ−1
1 + Σ−1

2

)
(µ1 − µ2)

+ tr
[
Σ−1

1 Σ2 + Σ−1
2 Σ1 − 2I

]
(24)

ここでは平均が同じで分散のみ異なる正規分布に従
うサンプルについて実験するので，式(24)でµ1 = µ2

Kullback divergence
標本共分散行列 10044
提案手法の固有値，固有ベクトル 4371

表 3 真の分布との距離

とした

D′
KL = tr

[
Σ−1

1 Σ2 + Σ−1
2 Σ1 − 2I

]
(25)

で評価を行う．
実験では，正規分布に従う人工特徴量を用いる．最

初に文字画像の特徴量を作成し，文字画像の特徴量
から推定した分布パラメータを用いて人工特徴量を
作成する．まず，NIST Special Database 19 [12] の
数字サンプルを 64×64の大きさに非線形正規化 [13]
した後，196次元の方向線素特徴量 [14]を抽出し，文
字画像の特徴量とする．次に，クラス iの平均ベクト
ル µiと共分散行列Σiをクラス毎に文字画像の特徴
量 36,000文字分から推定する．人工サンプルはこの
推定値を真の値として，正規分布 N(µi,Σi)に従う
ように乱数を用いて作成する．このように作成する
と，同じクラスの文字画像の特徴量と人工特徴量は
平均がほぼ等しく，分布の形が異なる特徴量になる．
提案手法のパラメータは α = 1.1，β = 5を用い

た．10字種の Kullback divergenceの平均を表 3に
示す．提案手法で求めた固有値，固有ベクトルが表
す分布標本共分散行列の固有値と固有ベクトルが表
す分布に比べて真の分布との距離が近くなっている
ことが確認できた．

4. 2 認 識 性 能
提案手法の有効性を確認するため，認識実験を行

い，既存の固有値を補正する手法との比較から提案
手法の有効性を確認する．
実験は各 100回行い，得られた認識率を平均する．

学習サンプル数は 200個とし，テストサンプルには
学習用とは異なるサンプルを 1,000個ずつ用いる．
提案手法（“Prop”）の比較対象としては，通常の

固有値展開で得られた固有値，固有ベクトルを用
いた場合（“Orig”）と，この固有値を以下の手法で
補正したものを用いる．補正は，James-Stein推定
量（“JS”）[6]，Stein推定量（“Stein”）[7]，（損失関数
L2(Σ̂,Σ) = tr(Σ̂Σ−1 − I)2に対する）Haff推定量
（“Haff”）[8], [15]，酒井らの手法（“RQDF”）[9]を用
いる．提案手法のパラメータ αと βは予備実験の結
果，最も認識率が高かった値を用いる．すなわち，文
字画像の特徴量の場合は α = 1.，β = 17，人工特徴
量の場合は α = 1.1，β = 5を用いる．識別関数とし
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図 1 認識実験の結果（文字画像）
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図 2 認識実験の結果（人工サンプル）

て２次識別関数を用いたときの認識結果を図 1，2に
示す．提案手法を用いた場合，既存の手法に比べて
良い認識率を得ていて，提案手法が認識に有効な固
有値，固有ベクトルを推定していることがわかる．

5. ま と め

パターン認識では共分散行列の固有値と固有ベク
トルを必要とすることが多いが，共分散行列を少数
の学習用のサンプルから推定する場合には固有値の
偏りによって認識性能が低下することが知られてい
るが，これまでに小さな固有値を認識に用いない手
法や固有値展開後に固有値を補正する手法が提案さ
れている．これらはいずれも固有値展開の後，偏っ
た固有値に対して対処する手法である．
本論文では，固有値の偏りが固有値展開で生じる

ことを確認し，固有値展開前に共分散行列を縮退さ
せておくことで，固有値展開によって固有値が偏り
にくくする手法を提案した．提案手法が標本共分散
行列に比べて真の分布をより正しく推定し，認識性
能を改善することを認識実験により確認した．
提案手法の導出過程で，分布を特定するような仮

定を一切用いていない．そのため，幅広い応用が期
待できる．一方，提案手法の 2つのパラメータは真の
分布の違いを吸収しているものと考えられるが，こ

の定め方を導くのは今後の課題である．
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